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V. Bounthong, A. Andreeff, J. Weiflbarth

Nichtlineare Schwingungen -
ein computergestiitztes Lernprogramm
fiir Ingenieurstudenten des ersten Studienjahres

Einfiihrung

Die Schwingungslehre wird in der Physikausbildung fiir Ingenieurstudenten schon im ersten
Studienjahr behandelt. Sie beschrankt sich aber bisher auf die linearen Schwingungen. Die
dynamischen Vorginge in technischen Systemen lassen sich jedoch oft nur durch nichtlineare
Modelle geniigend genau beschreiben. Schon einfache Schwingungssysteme, wie Pendel oder
Federschwinger, miissen durch nichtlineare Differentialgleichungen beschrieben werden, wenn
die Auslenkung aus der Ruhelage groB ist. In den letzten Jahren hat sich das Gebiet der
nichtlinearen Dynamik stirmisch entwickelt. Unsere Vorstellungen vom Verhalten dynamischer
Systeme wurden tiefgreifend gewandelt und erheblich erweitert. Das dynamische Verhalten
reicht von periodischen Schwingungen bis zu chaotischen Bewegungen. Diese neuen
Erkenntnisse finden aber noch keine Widerspiegelung in der Physikausbildung von Ingenieuren.
Die mathematische Behandlung der Nichtlinearitit erweist sich in den meisten Fillen als
auBlerordentlich schwierig. Durch modeme numerische Verfahren in Verbindung mit der
Benutzung von Computern kann man jedoch mit vertretbarem Aufwand die Losungen von
Bewegungsgleichungen nichtlinearer Systeme finden. Es gibt schon einige Programme, die
dieses neue Gebiet fiir verschiedene Bereiche der Ausbildung erschlieBen (siehe [1,2,3,4]). Sie
wurden hauptséchlich fiir die Veranschaulichung und Untersuchung der nichtlinearen Systeme
entwickelt. Die Arbeit der Studenten mit diesen Programmen braucht notwendige Vorkenntnisse
oder eine Betreuung durch Lehrkrafte. Um diese Tatigkeit der Lehrkrafte zu erleichtern, sollte
auBler Simulationsprogrammen ein computergefiihrtes Lernprogramm entwickelt werden. Damit
konnen die theoretischen Grundlagen anhand beispiethafier Untersuchungen nichtlinearer
Systeme didaktisch aufbereitet vermittelt werden. Der Lernstoff wird in logisch
zusammenhangende Lernschritte zerlegt, interaktiv und individuell angepallt am Rechner mittels
Simulation eingefithrt. Der Computer dient in diesem Fall als Werkzeug sowohl zur Vertretung
der Aneignungsgegenstiinde (Simulation) als auch zur Fihrung von Vermittlungs- und
Aneignungstitigkeiten (siehe [5]).

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch unternommen, das Gebiet "Nichtlineare
Schwingungen” in der oben genannten kombinierten Form den Ingenieurstudenten des ersten
Studienjahres nahezubringen. Das vorliegende Lernprogramm sollte auch fiir Leistungskurse in
Gymnasien geeignet sein.
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Lernziele

Grundlegende Unterschiede zwischen linearen und nichtlinearen Schwingungen sowie

charakteristische Phanomene der nichtlinearen Schwingungen sollen vermittelt werden; wie

- Abhingigkeit der Schwingungsdauer von der Schwingungsamplitude

- Anharmonizitat der Schwingung des freien ungedimpften Pendels bei groBen Ausschiagen

- Sprungphinomene

- Alternative Periodizitat

- Koexistenz mehrerer stabiler Schwingungsmoden

- Periodenverdopplung als ein Weg zum Chaos

- Seltsamer Attraktor und seine Eigenschaften (Selbstihnlichkeit, fraktale Struktur, sensible
Abhangigkeit der Trajektorien von den Anfangsbedingungen)

- Existenz von periodischen Fenstern im chaotischen Bereich .

Dafiir geeignete Begriffe werden eingefiihrt, wie: dissipative Systeme, konservative Systeme,
Attraktor, transiente Bewegung, Phasentrajektorie usw.. Ebenso wird eine Einfuhrung in die
Untersuchungs- und Darstellungsmethoden zur Beurteilung des Systemverhaltens gegeben, wie:
Stroboskopische Abbildung, Fourieranalyse, Bifurkationsdiagramm, Ljapunov-Exponent.

Programmsstruktur und eine kurze Beschreibung
Das Programm besteht aus drei Teilen:

1. Einfithrung

2. Lernprogramm

3. Experiment

1. Einfuhrung

In diesem Teil bekommt der Benutzer einen Uberblick iiber das Programm: seine Struktur,
Ubersicht  iiber  einzelne  Teile, Ziele, wichtigste Bedienungshinweise. Die
Bewegungsgleichungen der nichtlinearen Systeme, mit denen er in diesem Programm arbeiten
wird - das getriebene gedampfte Pendel, der getriebene nichtlineare Federschwinger und das
Pohlsche Rad - werden kurz besprochen. Durch Animation und Beispiele wird die

Lemmotivation erhoht.

Die Abbildung 1 zeigt einen Abschnitt dieser Einfilhrung. Als Beispiel eines nichtlinearen
Systems wird das Pohlsche Rad mit einer Unwucht dargestellt. Die Schwingung des Rades wird
durch die sinusoidale Bewegung des Federhalters angeregt, die durch einen Motor erzeugt wird.
Die graphische Abbildung rechts oben ist eine Animation. Der Student kann an der Bewegung
der Unwucht (schwarzer Punkt A) und des Federhalters (starke Linie B) die gegenseitige
Phasenlage von Schwingung und Anregung verfolgen. Der Text erlautert kurz die
Versuchsanordnung und zeigt die Bewegungsgleichung ohne Beweis.
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Pohlsche Rad

Ein System, das man auch fir
Realexperimente schnell aufbauen kann,

ist das Pohlsche Rad. Durch Anbringen n
einer Unwucht kann es leicht so

verindert werden, dag sich

Eigenschaften nichtlinearer ‘\ ]
Schuingungen demonstrieren lassen.

Die Bewegungsgleichung des Pendels
ergibt sich aus den Drehnomenten, die
von der Zusatzmasse und der Feder auf
das Rad ausgeiibt werden, uobei
letzteres noch durch die Anregung
harmonisch moduliert wird:

16 + bd = -d(®@ —(x+acos(uwt)) + mgrsind
wobe i
1 — Trigheitsmoment des Rades mit Unwucht m b — Dampfungskoeffizient
r — Distanz der Unwucht zum Centrum des Rades « — Mittellage der Anregung
d - Elastizititskonstante

Enter-weiter Bildt-zurick Fi6=Hauptmeni

Abb. 1: Vorstellung des Pohlschen Rades im Einfithrungsteil

2. Lernprogramm

Am Beispiel des erzwungenen gedimpften Pendels werden die oben genannten Lernziele mit
Hilfe eines computergefithrten Lemprogramms erarbeitet. Der Lernprozef in diesem Teil wird in
drei Phasen eingeteilt.

In der ersten Phase wird der Student stark gefithrt. Die neuen Erkenntnisse werden durch den
Vergleich mit bereits Bekanntem vermittelt. Fiir den Studenten wird zuerst das bekannte Wissen
wiederhoit. Die neuen Phinomene werden dann anhand der Ergebnisse der numerischen
Berechnungen demonstriert, die in Form graphischer Darstellungen und durch Animation
prisentiert werden. Um den Studenten zu eigener aktiver Betatigung zu bewegen, wird nach
jeder Vorfithrung die Moglichkeit zum selbstindigen einfachen Experimentieren angeboten. Die
Parametervariation ist in dieser Phase noch stark begrenzt. Der Bildschirmausdruck in Abb.2 ist
ein Beispiel dafir. Es wurde die Winkel- und Winkelgeschwindigkeit-Zeit-Funktion fur
verschiedene groBe Anfangswinkel und verschwindende Anfangswinkelgeschwindigkeit des
freien ungedampften Pendels berechnet. Gleichzeitig mit dem Entstehen der Kurve wird eine
Animation des Pendels in der oberen rechten Ecke gezeigt. In einem Fenster links wird Text
ausgegeben, der die Kurven interpretiert. Es wird hier deutlich gezeigt, daB die Periode der
Schwingung mit der Vergroferung des Anfangswinkels grofier wird. Der Begriff
"Eigenfrequenz", wie er in der linearen Schwingungstheorie als charakteristische GroBe eines
schwingenden Pendels definiert wird, hat seine physikalische Bedeutung verloren. Durch den
Vergleich mit dem Ergebnis im vorherigen Schritt, in dem dhnliche Berechnungen fiir kleine

- 452 -



Bei Anfangsbedinqgungen, die zu
gropen Schwingungsueiten fGhren,
kdnnen souwohl Lisungsform als j
auch‘ Periodendauer von der Winkel-Zeit—Funktion
Sctwingungsueite und damit von den 60 { 1 ]

i to AY AV I FARN L\  §
f\"\fanqsbedlw'm abhi3ngen. . 40 < ¥Or i, N 3
Die Periodenlinge vergrdpert sich 3 20 §‘ I]/“ X“\ q
. " L - Y -2
wit Uergroperung der Auslenkung. & o t‘*--f f =1

- = AN,
Fir di i i i r/A Ly 2L V4
e mchfhn?lar_e Schumqtnﬁ 10 /7 7 7 L 4 }“TLI
hat der Begriff 'Figenfrequenz -60 1
seine physikalische Bedeutung 1 2 eitre 4 5
verloren 400 Hinkelgeschuindi gkeit-Zei t—Funktion
Die Frequenz der Schwingung ist -
nicht mehr ein konstanter Hert, s 200 N\ 7\ A
der nur von den Systempar ametern s h 7-\\ Q\ \\\ lﬂé
abhingig ist. Sie hingt von den % o \\Y 177 \\t
e LN S S S =T
reten Anfangsbedingungen ab. % 00 >, 7 IL /
g NV Y7/ X7 XV /
—400
1 4 5
Zeitls]

Mochten Sie noch experimevntieren (JAN) 7

Abb. 2: Das freie Pendel bei grolen Ausschlagen

Anfangswinkel gemacht und die Unabhiingigkeit der Periode vom Winkelausschlag gezeigt
wurde, wird die neue Erkenntnis einpragsamer. Durch Antwort 'Ja' auf die Frage in der unteren
Zeile kann der Student den Anfangswinkel variieren und die Berechnung selbst steuern.

In der zweiten Phase arbeitet der Student schon in der Programmumgebung, in der er spater
selbstandig mit Hilfe der Simulation computergraphische Experimente durchfithren wird (diese
Programmumgebung wird spéter im Teil "Experiment"” beschrieben). In dieser Phase wird der
Lernstoff als eine Reihe von Aufgaben angeboten. Der Student wird veranlalBt, einige bestimmte
Kurven fiir einen vorgegebenen Parametersatz zu berechnen. Das Programm hilft ihm dabei,
indem es seine Handlungen analysiert und entsprechende Riickmeldungen ausgibt
(Fehlermeldung, Hinweise zur Korrektur). Wenn die Aufgabe erledigt ist, wird der theoretische
Hintergrund kommentiert und der Student erhilt Anregungen zu weiteren Berechnungen und
weiterem Experimentieren. SchlieBlich erfolgt eine neue Aufgabenstellung.

Das wichtigste Ziel in dieser Phase ist, dem Student zu zeigen, daB das nichtlineare gedampfte
Pendel mit explizit zeitabhangiger Anregung ein kompliziertes und vielgestaltiges
Schwingungsverhalten zeigt. Die Bewegung kann sowohl mit der Periode des Erregers als auch
mit einer anderen Periode erfolgen. Das Pendel kann sogar eine chaotische Bewegung ausfithren.
Die Aufgaben werden so gestaltet, dai die Ergebnisse der Berechnungen immer kompliziertere
Bewegungen prisentieren, damit der Student immer mit Spannung etwas Neues "entdecken”
kann. Ein Beispiel dafiir zeigt die Abbildung 3. Der Text im unteren Fenster kommentiert eine
erfolgreiche Berechnung des Studenten. Es wurden die Phasenbahn und die stroboskopische
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Darstellung Option Parameter Skala Hilfe
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Oiesmal uerden 2 Punkte in der stroboskopischen Abbildung dargestellt. Nach jeueils 2 Perioden der
Errequng kommt das System immer zu demselben Punkt (9,8) zurlck. Diese Bewegung hat eine Periode 2 lal
groper als die der Erregung (Periodizitét 2. Der Ton vird im Programm mit dem Winkeluert im Moment "des
Beleuchtens'' (uenn die Anregungsphase ut=2nm, n=1,2,..) abgestimmt.

In der linearen Schuingungstheorie kann so etuas gar nicht vorkommen. Sie liefert nur eine einfache
periodische Schuingung mit der Frequenz des Erregers. Bei den nichtlinearen Schuingungen findet man
dagegen Bewegungen mit Perioden, die sowohl gleich als auch verschieden von der Periode des Erregers sein
kdnnen.

Enter-ueiter Bildt=zuriick FZ=wjederholen Fl6=Hauptwmenii Fi=Hilfe
Abb. 3: Eine Bewegung mit Periode 2 (getricbenes Pendel)

Abbildung fiir einen Parametersatz berechnet. Die Schwingung des getriebenen gedimpften
Pendels besitzt eine Periode, die zweimal groBer als die Periode des Erregers ist. Nach diesem
Lernschritt bekommt der Student dic Aufgabe, diese Kurve fiir eine weitere, noch grofBlere
Anregungsamptlitude (andere Systemparameter wie Erregerfrequenz, Dampfungskoeffizient usw.
bleiben unverindert) zu berechnen. Sie liefert eine Schwingung mit der Periodizitit vier. Durch
Einsatz des Tongenerators des PC's wird diese Periodenvervielfachung dem Studenten zusétzlich
akustisch bemerkbar gemacht. Auf diese Weise gelangt der Student uber Periodenverdopplungen
von einfachen Bewegungen zu einer chaotischen Bewegung.

Durch die Zerlegung des Lemnstoffes in kleine Schritte (Aufgaben) kann dem Studenten der
Leitfaden des Lernprozesses verloren gehen. Um die Ubersichtlichkeit zu erhalten, werden
deshalb nach groBeren Lernschritten die Hauptlemziele in einer Zusammenfassung noch einmal
erlautert. Diese Zusammenfassungen sind reichlich mit Grafiken und Animationen kombiniert.
Ein Beispiel zeigt Abb. 4. Wichtiges Lemnziel in dieser Phase ist es, dem Studenten zu vermitteln,
welche mathematischen Werkzeuge man fir die Untersuchung und Darstellung des
unterschiedlichen Bewegungsverhalten eines nichtlinearen Systems benutzen kann, und wie man
mit Hilfe dieser Werkzeuge das Bewegungsverhalten beurteilt. Es werden die Ergebnisse
verschiedener Methoden, die der Student fiir die Berechnung einer chaotischen Bewegung schon
vorher benutzt hat, in ein Bild geladen. Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion zeigt einen
unreguléren Zeitablauf, die Phasenbahn bildet keinen Grenzzyklus, die stroboskopische
Abbildung stellt den seltsamen Attraktor dar und das Fourierspektrum ist kontinuierlich.
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Das nichtlineare getriebene Pendel kann ein unrequlires, chaotisches Uerhalten zeigen. Die
Phasentrajektorie ist kompliziert und unibersichtlich geuorden. Die stroboskopische fibbildung stellt den
seltsamen Attraktor dar, der eine unendliche Anzahl von Punkten enthilt. Das Leistungsspektrum ist
kontinuierlich mit vesentlichen fnteilen bei niedrigen Frequenzen.

Enter-weiter Bildt=zuriick F6=Kursor F10-Hauptmemi Fi-Hilfe
Abb. 4 Zusammenfassung verschiedener Untersuchungsmethoden dynamischer Systeme

Fiir solche Zusammenfassungen oder fiir die Darstellung einiger Kurven, die viel Zeit fur die
on-line Berechnung benétigen (wie Resonanzkurven, Bifurkationsdiagramme oder
Ljapunov-Exponenten), werden vorher berechnete Daten eingeladen. Diese sind nicht als Bild
sondern als Berechnungsergebnisse abgespeichert, damit beim Laden die Kurve "zeitlich
entwickelt" wird. Der Benutzer hat dadurch das Gefiihl, daB die Berechnung "on-line" erfolgt.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden in der dritten Phase - der Kontrollphase gepriift. Dem
Benutzer werden Fragen gestellt. Um diese beantworten zu konnen, muf er die in den vorherigen
Phasen zu erlemenden Kenntnisse beherrschen und die Berechnung selbstandig durchfiihren.
Das Programm analysiert seine Handlungen vor der Antworteingabe und natirlich seine
Antwort. Aufgrund der Handlungen oder der Antwort werden die Schwierigkeiten lokalisiert und
mit Hilfe von Zusatzinformationen oder Hinweisen behoben.

3. Experiment

Dieser Teil ist ein Simulationsprogramm. Dabei kann der Student zwischen den drei Systemen
wihlen, die schon im Einfihrungsteil erwidhnt wurden. Nach der Arbeit mit dem Lernteil sollte
der Student die notwendigen Kenntnisse zu einer selbstindigen Arbeit besitzen. Fir jedes System
ist die Programmumgebung identisch. Der Benutzer kann mit Hilfe eines Pull-Down Menis
verschiedene Darstellungen auswihien bzw. System- und Berechnungsparameter variieren. Die
Abbildung 5 ist ein Bildschirmausdruck dieser Arbeitsumgebung fir die Auswahl der
Darstellungsweise. Einige Kurvenkombinationen, wie die Zeit-Funktionen und die Phasenbahn,
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die Phasenbahn und die stroboskopische Abbildung, konnen gleichzeitig dargestellt werden.
Durch solch parallele Visualisierung wird die Einfithrung von neuen Werkzeugen wie
Phasenbahn (siche z.B. in Abb.5) und stroboskopische Abbildung besser verstiandlich gemacht.
Die vom Benutzer gewihlten Parameter werden in einem Fenster (links unten in Abb.5) gezeigt.
Es dient ihm zur Orientierung. Dadurch wird das Gefiihl firr die numerischen Zahlen bei
Ingenieurstudenten besser ausgeprégt.

Darstellung Option Parameter Skala Hilfe
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Abb. 5; Die Arbeitsumgebung im Experimentierteil

Das vorliegende Lernprogramm hat eine "offene” Programm-Struktur (in Sinne von [6]). Der
Benutzer kann den Lernteil abbrechen und weiter mit dem Simulationsprogramm selbstindig
experimentieren oder umgekehrt. Beim Verlassen des Lernteils kann der Benutzer eine
Markierung setzen, damit er beim nichsten Abruf sofort wieder an der Unterbrechungsstelle
fortfahren kann. Die theoretische Zusammenfassung wird in einem Lexikon angeboten, das
Jederzeit erreichbar ist. Die Syntax des Lexikons ist sehr einfach und steht dem Lehrer zur
eigenen Erweiterung entsprechend seinen Erfahrungen zur Verfiigung. Das Programm wird
durch einen Lehrbrief erganzt. Er enthdlt eine Zusammenfassung des Lemprogramms,
Bedienungshinweise, Empfehlungen zur Parameterwahl und Literaturhinweise.

Das Programm wird zur Zeit mit ausgewihlten Studenten erprobt. Die Ergebnisse und
Bemerkungen dazu werden wir spiter vorstellen.
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