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V. Bounthong, A. Andreeff, J. Weißbarth

Nichtlineare Schwingungen -
ein computergestütztes Lernprogramm
für Ingenieurstudenten des ersten Studienjahres

Einfuhrung
Die Schwingungslehre wird in der Physikausbildung für Ingenieurstudenten schon im ersten

Studienjahr behandelt. Sie beschränkt sich aber bisher auf die linearen Schwingungen. Die

dynamischen Vorgänge in technischen Systemen lassen sich jedoch oft nur durch nichtlineare

Modelle genügend genau beschreiben. Schon einfache Schwingungssysteme, wie Pendel oder
Federschwinger, müssen durch nichtlineare Differentialgleichungen beschrieben werden, wenn

die Auslenkung aus der Ruhelage groß ist. In den letzten Jahren hat sich das Gebiet der

nichtlinearen Dynamik stürmisch entwickelt. Unsere Vorstellungen vom Verhalten dynamischer

Systeme wurden tiefgreifend gewandelt und erheblich erweitert. Das dynamische Verhalten

reicht von periodischen Schwingungen bis zu chaotischen Bewegungen. Diese neuen

Erkenntnisse finden aber noch keine Widerspiegelung in der Physikausbildung von Ingenieuren.

Die mathematische Behandlung der Nichtlinearität erweist sich in den meisten Fällen als

außerordentlich schwierig. Durch moderne numerische Verfahren in Verbindung mit der

Benutzung von Computern kann man jedoch mit vertretbarem Aurwand die Lösungen von

Bewegungsgleichungen nichtlinearer Systeme finden. Es gibt schon einige Programme, die
dieses neue Gebiet für verschiedene Bereiche der Ausbildung erschließen (siehe [1,2,3,4]). Sie

wurden hauptsächlich für die Veranschaulichung und Untersuchung der nichtlinearen Systeme

entwickelt. Die Arbeit der Studenten mit diesen Programmen braucht notwendige Vorkenntnisse

oder eine Betreuung durch Lehrkräfte. Um diese Tätigkeit der Lehrkräfte zu erleichtern, sollte

außer Simulationsprogrammen ein computergerührtes Lemprogramm entwickelt werden. Damit

können die theoretischen Grundlagen anhand beispielhafter Untersuchungen nichtlinearer

Systeme didaktisch aufbereitet vermittelt werden. Der Lernstoff wird in logisch

zusammenhängende Lemschritte zerlegt, interaktiv und individuell angepaßt am Rechner mittels

Simulation eingeführt. Der Computer dient in diesem Fall als Werkzeug sowohl zur Vertretung

der Aneignungsgegenstände (Simulation) als auch zur Führung von Vermittlungs- und
Aneignungstätigkeiten (siehe [5]).

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch unternommen, das Gebiet "Nichtlineare

Schwingungen" in der oben genannten kombinierten Form den Ingenieurstudenten des ersten

Studienjahres nahezubringen. Das vorliegende Lemprogramm sollte auch für Leistungskurse in
Gymnasien geeignet sein.
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Lernziele

Grundlegende Unterschiede zwischen linearen und nichtlinearen Schwingungen sowie

charakteristische Phänomene der nichtlinearen Schwingungen sollen vermittelt werden; wie

- Abhängigkeit der Schwingungsdauer von der Schwingungsamplitude

- Anharmonizität der Schwingung des freien ungedämpften Pendels bei großen Ausschlägen

- Sprungphänomene

- Alternative Periodizität

- Koexistenz mehrerer stabiler Schwingungsmoden

- Periodenverdopplung als ein Weg zum Chaos

- Seltsamer Attraktor und seine Eigenschaften (Selbstähnlichkeit, fraktale Struktur, sensible

Abhängigkeit der Trajektorien von den Anfangsbedingungen)

- Existenz von periodischen Fenstern im chaotischen Bereich.

Dafür geeignete Begriffe werden eingeführt, wie: dissipative Systeme, konservative Systeme,

Attraktor, transiente Bewegung, Phasentrajektorie usw.. Ebenso wird eine Einführung in die

Untersuchungs- und Darstellungsmethoden zur Beurteilung des Systemverhaltens gegeben, wie:

Stroboskopische Abbildung, Fourieranalyse, Bifilrkationsdiagramm, Ljapunov-Exponent.

Programmsstruktur und eine kurze Beschreibung

Das Programm besteht aus drei Teilen:

1. Einführung

2. Lemprogramm

3. Experiment

l. Einführung

In diesem Teil bekommt der Benutzer einen Überblick über das Programm: seine Struktur,

Übersicht über einzelne Teile, Ziele, wichtigste Bedienungshinweise. Die

Bewegungsgleichungen der nichtlinearen Systeme, mit denen er in diesem Programm arbeiten

wird - das getriebene gedämpfte Pendel, der getriebene nichtlineare Federschwinger und das

Pohlsche Rad - werden kurz besprochen. Durch Animation und Beispiele wird die

Lernmotivation erhöht.

Die Abbildung l zeigt einen Abschnitt dieser Einführung. Als Beispiel eines lüchtimearen

Systems wird das Pohlsche Rad mit einer Unwucht dargestellt. Die Schwingung des Rades wird

durch die sinusoidale Bewegung des Federhalters angeregt, die durch einen Motor erzeugt wird.

Die graphische Abbildung rechts oben ist eine Animation. Der Student kann an der Bewegung

der Unwucht (schwarzer Punkt A) und des Federhalters (starke Linie B) die gegenseitige

Phasenlage von Schwingung und Anregung verfolgen. Der Text erläutert kurz die

Versuchsanordnung und zeigt die Bewegungsgleichung ohne Beweis.
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Pohlsche Rad

Ein Sfjstenj das nan auch für
Realexperinente schnell aufbauen kann,
ist das Pohlsche Rad. Durch Anbringen
einer Unuucht kann es leicht so
verändert uerden, daß sich
Eigenschaften nichtlinearer
Schwingungen demonstrieren lassen.

Die Beuegungsgleichung des Pendels
ergibt sich aus den Drehnonenten, die
von der Zusatziasse und der Feder auf
das Rad ausgeübt werden i wobei
letzteres noch durch die Anregung
harmonisch noduliert wird:

15 * b0 = -d(9 -(«»acosCut)) * ngrsine
uobei
I - Trägheitsttonent des Rades nit Unuucht n b - Därpfungskoeffizient
r — Distanz der Unuucht zum CentruM des Rades «c — Mittel läge der Anregung
d - Elastizitätskonstante

Entereiter Blldt=zurück F19=Hauptaenu

Abb. l: Vorstellung des Pohlschen Rades im Einführungsteil

2. Lemprogramm
Am Beispiel des erzwungenen gedämpften Pendels werden die oben genannten Lemziele mit

Hilfe eines computergeführten Lemprogramms erarbeitet. Der Lernprozeß in diesem Teil wird in

drei Phasen eingeteilt.

In der ersten Phase wird der Student stark geführt. Die neuen Erkenntnisse werden durch den
Vergleich mit bereits Bekanntem vermittelt. Für den Studenten wird zuerst das bekannte Wissen
wiederholt. Die neuen Phänomene werden dann anhand der Ergebnisse der numerischen
Berechnungen demonstriert, die in Form graphischer Darstellungen und durch Animation

präsentiert werden. Um den Studenten zu eigener aktiver Betätigung zu bewegen, wird nach

jeder Vorführung die Möglichkeit zum selbständigen einfachen Experimentieren angeboten. Die

Parametervariation ist in dieser Phase noch stark begrenzt. Der Bildschirmausdruck in Abb.2 ist

ein Beispiel dafür. Es wurde die Winkel- und Winkelgeschwindigkeit-Zeit-Eunktion für

verschiedene große Anfangswinkel und verschwindende Anfangswinkelgeschwindigkeit des
freien ungedämpften Pendels berechnet. Gleichzeitig mit dem Entstehen der Kurve wird eine

Animation des Pendels in der oberen rechten Ecke gezeigt. In einem Fenster links wird Text

ausgegeben, der die Kurven interpretiert. Bs wird hier deutlich gezeigt, daß die Periode der

Schwingung mit der Vergrößerung des Anfangswinkels größer wird. Der Begriff

"Eigenfrequenz", wie er in der linearen Schwingungstheorie als charakteristische Größe eines

schwingenden Pendels definiert wird, hat seine physikalische Bedeutung verloren. Durch den

Vergleich mit dem Ergebnis im vorherigen Schritt, in dem ähnliche Berechnungen für kleine
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Abb. 2: Das freie Pendel bei großen Ausschlägen

Anfangswinkel gemacht und die Unabhängigkeit der Periode vom Winkelausschlag gezeigt

wurde, wird die neue Erkenntnis einprägsamer. Durch Antwort 'Ja' auf die Frage in der unteren

Zeile kann der Student den Anfangswinkel variieren und die Berechnung selbst steuern.

In der zweiten Phase arbeitet der Student schon in der Programmumgebung, in der er später

selbständig mit Hilfe der Simulation computergraphische Experimente durchführen wird (diese

Programmumgebung wird später im Teil "Experiment" beschrieben). In dieser Phase wird der

Lernstoff als eine Reihe von Aufgaben angeboten. Der Student wird veranlaßt, einige bestimmte

Kurven für einen vorgegebenen Parametersatz zu berechnen. Das Programm hilft ihm dabei,

indem es seine Handlungen analysiert und entsprechende Rückmeldungen ausgibt

(Fehlermeldung, Hinweise zur Korrektur). Wenn die Aufgabe erledigt ist, wird der theoretische

Hintergrund kommentiert und der Student erhält Anregungen zu weiteren Berechnungen und

weiterem Experimentieren. Schließlich erfolgt eine neue Aufgabenstellung.

Das wichtigste Ziel in dieser Phase ist, dem Student zu zeigen, daß das nichtlineare gedämpfte

Pendel mit explizit zeitabhängiger Anregung ein kompliziertes und vielgestaltiges

Schwingungsverhalten zeigt. Die Bewegung kann sowohl mit der Periode des Erregers als auch

mit einer anderen Periode erfolgen. Das Pendel kann sogar eine chaotische Bewegung ausführen.

Die Aufgaben werden so gestaltet, daß die Ergebnisse der Berechnungen immer kompliziertere

Bewegungen präsentieren, damit der Student immer mit Spannung etwas Neues "entdecken"

kann. Ein Beispiel dafür zeigt die Abbildung 3. Der Text im unteren Fenster kommentiert eine

erfolgreiche Berechnung des Studenten. Es wurden die Phasenbahn und die stroboskopische

-453-



Darstellung
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Diesmal uerden 2 Punkte in der strobosfeepischen Abbildung dargestellt. Nach Jeueils 2 Perioden der
Erregung kommt das Susteil i—er zu demselben Punkt CB,0) zurück. Diese Belegung hat eine Periode 2 ual
groper als die der Erregung <Periodizitat 2). Der Ton uird i« Program iut der Uinkeluert in KoBent "des
Beleuchtens ' <uenn die ftnregungsphas» ut=2nn, nwl,2,.-) abgesti—rt.
In der linearen Schuinqungstheorie kann so etuas gar nicht vorko—en. Sie liefert nur eine einfache
periodische Schuingunq «it der Frequenz des Erregers. Bei den nichtlinearen Schwingungen findet aan
dagegen Bewegungen nit Perioden, die souohl aleich als auch verschieden von der Periode des Erregers sein
können.

Entei-ueiter BildT=zupücl( F2=uiederholen Fie=HttiintB»enü Fl=Hilfe

Abb. 3; Eine Bewegung mit Periode 2 (getriebenes Pendel)
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Abbildung für einen Parametersatz berechnet. Die Schwingung des getriebenen gedämpften

Pendels besitzt eine Periode, die zweimal größer als die Periode des Erregers ist. Nach diesem

Lemschritt bekommt der Student die Aufgabe, diese Kurve für eine weitere, noch größere
Anregungsamplitude (andere Systemparameter wie Erregerfrequenz, Dämpfüngskoeffizient usw.

bleiben unverändert) zu berechnen. Sie liefert eine Schwingung mit der Periodizität vier. Durch

Einsatz des Tongenerators des PC's wird diese Periodenvervielfachung dem Studenten zusätzlich

akustisch bemerkbar gemacht. Auf diese Weise gelangt der Student über Periodenverdopplungen

von einfachen Bewegungen zu einer chaotischen Bewegung.

Durch die Zerlegung des Lernstoffes in kleine Schritte (Aufgaben) kann dem Studenten der

Leitfaden des Lernprozesses verloren gehen. Um die Übersichtlichkeit zu erhalten, werden

deshalb nach größeren Lemschritten die Hauptlemziele in einer Zusammenfassung noch einmal

erläutert. Diese Zusammenfassungen sind reichlich mit Grafiken und Animationen kombiniert.

Ein Beispiel zeigt Abb. 4. Wichtiges Lemziel in dieser Phase ist es, dem Studenten zu vermitteln,

welche mathematischen Werkzeuge man für die Untersuchung und Darstellung des

unterschiedlichen Bewegungsverhalten eines nichtlinearen Systems benutzen kann, und wie man

mit Hilfe dieser Werkzeuge das Bewegungsverhallen beurteilt. Es werden die Ergebnisse

verschiedener Methoden, die der Student für die Berechnung einer chaotischen Bewegung schon

vorher benutzt hat, in ein Bild geladen. Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion zeigt einen

unregulären Zeitablauf, die Phasenbahn bildet keinen Grenzzyklus, die stroboskopische
Abbildung stellt den seltsamen Attraktor dar und das Fourierspektrum ist kontinuierlich.
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Das nichtlineare getriebene Pendel kann ein unregulares, chaotisches Verhalten zeigen, die
Phasentrajefctorie ist kompliziert LTKJ unübersichtlich geworden. Die strobosfcopische Abbildung stellt den
seltsafn ftttrafctor dar, der eine trendliche l!tnzahl von Punkten enthalt. Das LeistungsspektruB ist
kontinuierlich ut wesentlichen Anteilen bei niedrigen Frequenzen.

Enter=«^iter Bildt=zurück F6=>{ursor rie=tfa.iDt«enii Fl=Hilfe

Abb. 4: Zusammenfassung verschiedener Untersuchungsmethoden dynamischer Systeme

Für solche Zusammenfassungen oder für die Darstellung einiger Kurven, die viel Zeit für die

on-line Berechnung benötigen (wie Resonanzkurven, Bifürkationsdiagramme oder

Ljapunov-Exponenten), werden vorher berechnete Daten eingeladen. Diese sind nicht als Bild

sondern als Berechnungsergebnisse abgespeichert, damit beim Laden die Kurve "zeitlich

entwickelt" wird. Der Benutzer hat dadurch das Gefühl, daß die Berechnung "on-line" erfolgt.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden in der dritten Phase - der Kontrollphase geprüft. Dem
Benutzer werden Fragen gestellt. Um diese beantworten zu können, muß er die in den vorherigen

Phasen zu erlernenden Kennnüsse beherrschen und die Berechnung selbständig durchführen.

Das Programm analysiert seine Handlungen vor der Antworteingabe und natürlich seine
Antwort. Aufgrund der Handlungen oder der Antwort werden die Schwierigkeiten lokalisiert und

mit Hilfe von Zusatzinförmationen oder Hinweisen behoben.

3. Experiment

Dieser Teil ist ein Simulationsprogramm. Dabei kann der Student zwischen den drei Systemen

wählen, die schon im Einführungsteil erwähnt wurden. Nach der Arbeit mit dem Lemteil sollte

der Student die notwendigen Kenntnisse zu einer selbständigen Arbeit besitzen. Für jedes System

ist die Programmumgebung identisch. Der Benutzer kann mit Hilfe eines Pull-Down Menüs

verschiedene Darstellungen auswählen bzw. System- und Berechnungsparameter variieren. Die

Abbildung 5 ist ein Bildschirmausdruck dieser Arbeitsumgebung für die Auswahl der

Darstellungsweise. Einige Kurvenkombinationen, wie die Zeit-Funktionen und die Phasenbahn,
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die Phasenbahn und die stroboskopische Abbildung, können gleichzeitig dargestellt werden.

Durch solch parallele Visualisierung wird die Einführung von neuen Werkzeugen wie

Phasenbahn (siehe z.B. in Abb.5) und stroboskopische Abbildung besser verständlich gemacht.

Die vom Benutzer gewählten Parameter werden in einem Fenster (links unten in Abb.5) gezeigt.

Es dient ihm zur Orientierung. Dadurch wird das Gefühl für die numerischen Zahlen bei

Ingenieurstudenten besser ausgeprägt.

Tarstellung Option Paraneter Skala Hilfe

Anination
i Uinkel/Uinkelges.
•S Phasenkurue
Stroboskopie
Leistungspektrur
Resonanzhurue
Bifurkation
Ljapunou-Exponent

|l&tt>e=-<ie-<cttacosin>]+^)lslne|
• = 0.025 Kg l •= 0.100

0 = 0° d = 0.020

u = •».-»72 s-'

a = 0.0820 8„= 0.00

b •= 0.0005 >fas 80= 0.00 "

tiun= 20 s

tkax= -10 s

t = 40
Cursor H und <-

Abb. 5: Die Arbeitsumgebung im Experimentierteil

Das vorliegende Lemprogramm hat eine "offene" Programm-Struktur (in Sinne von [6]). Der

Benutzer kann den Lemteil abbrechen und weiter mit dem Simulationsprogramm selbständig
experimentieren oder umgekehrt. Beim Verlassen des Lemteils kann der Benutzer eine

Markierung setzen, damit er beim nächsten Abruf sofort wieder an der Unterbrechungsstelle
fortfahren kann. Die theoretische Zusammenfassung wird in einem Lexikon angeboten, das

jederzeit erreichbar ist. Die Syntax des Lexikons ist sehr einfach und steht dem Lehrer zur

eigenen Erweiterung entsprechend seinen Erfahrungen zur Verfügung. Das Programm wird

durch einen Lehrbrief ergänzt. Er enthält eine Zusammenfassung des Lemprogramms,

Bedienungshinweise, Empfehlungen zur Parameterwahl und Literaturhinweise.

Das Programm wird zur Zeit mit ausgewählten Studenten erprobt. Die Ergebnisse und

Bemerkungen dazu werden wir später vorstellen.
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